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Exercice 1. Calculer le groupe fondamental de R3 privé de n demi-droites distinctes qui partent
de l’origine.

Exercice 2. Soit S2 la sphère, N = (0, 0, 1) le pole nord, et S = (0, 0,−1) le pole sud. Soit
X = S2/{N,S}.
(a) Construire le revêtement universel de X.

(b) Calculer le groupe fondamental de X.

Exercice 3. On considère le tore X ∼= S1 × S1, plongé dans R3 :

X = {(x, y, z) ∈ R3 | (
√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1}.

Considerons les deux relations d’équivance Rε, avec ε ∈ {+,−}, engendrées par (x, y, 0) ∼
(−x, εy, 0) pour tout (x, y) tels que x2 + y2 = 1.

(a) Calculer le groupe fondamental de X/R+.

(b) Calculer le groupe fondamental de X/R−.

Soit maintenant D = {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1}. On considère, Y = X ∪ D et Yε = Y/Rε

pour ε ∈ {+,−}.
(On dénote par Rε à la fois les relations d’équivalence sur R3, et leur restrictions sur X et Y .)

(c) Calculer les groupes fondamentaux de Y , Y+ et Y−.

(d) Est-ce que Y , Y+, Y− sont homotopiquement équivalents ? Justifier la reponse.

(e) Montrer que Y , Y+ et Y− ne sont pas homéomorphes entre eux.


